
→ 表乐 : G能由a⽣成

循环群 : 群 G是循环群 ,
若雪 aGGstGita{ ak. s| R>0 s>0}

☆ 若 G = Ga , 则称 < G. *7为循环群
= {atlt εz }

eg :α z , t
≥

.⽣a± 1
.

t 7 不事
a]{0}, ×7成
⼈J的n 次⽴根 ,×>③循环群 셅⽣事元

ei<
kn) =↓单郸上

全盾环群⽣记是否唯⼀? ! Nope. 不唯⼀
i ) h的 m恐单怎想 , x 了⽣此 e墙说

, 品熟雪 bs ,t.是 ≡ l odn
7CER (n )= 1即啊

⇒其⽣成元有 φ(n3个
ii) zma , +≥ Em( = { 0. 1 ,2 , …m}为模的的完全制系系
若 a ε zm为⽣☆DBEEm.雪 REES .E . 是a≡ b msdm

雪 REZs . tKa ≡ 1modm
Ʃ @.

m ) = 1
<Em ,
t ≥ 的⽣成有φ lm3个

那么tm , x7 ,
模m的乘该群的性质呢 ?

结论셆 θ 有限循环群,
Gm . Gm 中有 φlm)个⽣成元

q⽆限循环群G. G中只有两个⽣元
<a>

,
hay

引⼊同构群素证明



群同构: 对两印hG ,$ . >⇌ , Ga*2 섺,若存的映射f : G 1 →G 2为 —⼀映射 ,

J : EUBEG, fnJIk GI且 fla *, b] = fla] *af(b ]

eg ;
<En.+> 与⼈的的次单位根 ,α 7同构

取与 : k→ eIk 够么 ?

则 f( k, + kr) = erk= e 璐k. ehm= f (R.). flkr)

群同构主要性质
1 . 同构映的保持单侦意
e ,为 G .单位元, er为的单位怎, 则 flen=er ☆ A==AA=I,
O a E G , Ci *a= a

则{ fle , * , a )
= fla) = fle .n *rfla) g : z= ( b % )

fla *, e1) = fia] = f(al*rfcer3
由单位元定义 , ter)为 G2中单丝就则fiel= ez

沈超循环群同构于,t≥

G= ha.* 섹 ={k 则Kε } 中a 0=e , a *为 a的速

def : f :T 7→ G . OKEZ , fOR] = Ak
提然为——映射
O ij EzAflitj' s ⼆ aitj = ai *as = fli) *fij )

则⽆限盾环群 Ga与,+ y同构

2 G的死个数与Z的ω--对度,仅有两个fε 1>=a , fc -)=a -
1

反证 : 没雪 b ε G( {a , a" }
,b =ak也为G的光

别 G = a515 EZ 总
f”[G ] = {k 2 层 3k…

= Z
, KE±1显就⽭盾 ,

-k 说- 张… }
or : ak为 G的成元,则 amst,a =a m⇒

f

1 [ akm) = km = f+[a)= 1

⇒ k | 1 与K ±1⽭盾



≥任意m阶有限循环群均同构于Em,<+>
证 G =<a . * 섹 = h{e, a', @! , … ami} , *섹
先证 G 与 Zm之间存在⼀⼀映射 a

"
≡ 1 mod n

a为 G的⽣就, 雪最⼩正提数 rs.t &r= e 则 m= M

否则 G的阶不为m ( r <m , 则ar# = ar*a = a已回归 , $|<m , γ> m 同理)
同时构建 f : Zm→G .,KEE ,fER ) =OREG .为-⼀映时
0 i, j ε z , flitj ) = ai+j = ai*af = fhis *flj ) 则同构

2} aGm , *>的⽣已个数与 Em+>⽣成充个数相等均为φim了

证 : 极 Zm中取⽣了∞ k别m )= 1 ,
先证 fck) = @kGG 为 G的成战 ,

δ由µ m 了 = S 期 OZGZm 雪bEZbh≡ E rsolm

别 f(n ) = f{ k+ r+ …+k ) = f( k}*f(r) … *f&k >=a )的注加意在sdm下进⾏ )
⼀
,个

别 EGiGG . 雪BEZ 有ak =ai新⽒是G的⽣统

再证像 aR[Ck,m}=1 ] 外,ƩGm☆>⽼期北
设雪 K满是m了I 1 s.t .ak也为Gm成元

则 θ ai ε Gm ,
②bEZ

. s-tab = ai 则 kb ≡ iodm . ⻜ iEE

则 m )=1勇顾

4,同构保特⽣光同构的两群间的映射为同构映射Ʃ ⽣成元—⼀对应
,

证 : Gm= { r . Q ' ,
a
?
,

…,
am} , 考虑 < Gm ,

*>与 Em ,t7之间的映的
Ea ε Gm为重起 , 有 am = e

记f : Gm →Ʃm. fle) = 3. fla] b.fla">= 2b …
得出m ⼆ { or b. 2b, … Db}
中 j3 = lon tm b

故EjE { o 0l . ……il } 雪 E EEstib≡ jsdm

即( m)=|⇒b为zm,t>的w



由 4 GM,* ) ←zm3的映的,在质可以有zm ,t>zm,
t≥的映的

站 Zm,+>Em ,+)的所有的:{fp ,fpa ,…fpy.m, }

fpuE ') = pe ,m) = 1 .≤ kε glm!

战假放fa为 zm←+>←zm+>的⼀种同构映射,fb为另⼀种同构映射 ,

刷 fazfb也是能同构的
话 A CEm ,> ] = { f : zm. t> zm,+3 同狗的⾼
forof, = fab EA ( a , m]=) . b , m)=1 ⇒ abms= 1 .
⇒A(<zm ,t> )

,07成群,且与E* ×7周构
δ 1 : ( → 1 . 2→ 2, a 则flol = 1, 乘可视线加⼼远算的⾃词构
δr : I→ Q. Giry= 1 fcoi) = 的

2BIG

;
m-(→ m-Hl


