
图论
A ① 所有桥⾛⼀遍 ,

回到出发点 ? X

AB 岸连着 3 座桥001品
,%-☆ ! ② 只是⾛完所有桥 ? X

U ⼤ ,⼩岛连着奇数道桥

萀
i

⼩

B
”



任取 6 个⼈ , 其中⼀定存在 3个⼈ , 两两认识或两两不认识

红边 : 两两认识

섰 蓝边 : 两两不以识

[ β ) = 15
: ⼀定有 8条同⾊边

⼀定存在某⼀点邻也有三条同⾊ ( 不妨红 )

=7 雪蓝⾊三⻆形

𠆤

武⼀个8条边的天红三涌形的图 , 为什么⼀定存在蓝三⻆解? ,



给定⼀个 n 阶完全图kn , 围红蓝边染⾊, st⼀定存在⼀个红⾊ k4或者⼀个蓝⾊

K3 ,
问 n最⼩多少 ?

已知 : 找 4 条蓝… … 可以
…

…

问题 : 找多少条红⾊邻边 ,
可以保证雪红 K4 或蓝 K3

.

?

只需在
“

底边
”

中找到⼀个红 k3或蓝 K3 . ⇒ 底边需要多少⼀点 ?

6 个
5 个不⾏每

⇒ 从⼀个点出发的所有邻边或有 6条红邻或有 4条蓝邻 , ⾄少需有多少条邻边 ?

⇒ 9 条 ⇒ K 10,

1c9 ⾏不⾏ ? ⇒ 要证不⾏ , 则需要每个顶点与红 ,
蓝,

则每个顶点有 = TQN . ∴
5 红 ,

3 蓝不成⽴,

∴ K 9 ⾏ ,



K8 ⾏不⾏ ? 5红⼯克

4红 3蓝
,

⼀

/
,



⽆向图 G= [ V , E )

⽆向图是简单图 EEVUEV ,
E之间最有⼀条边连接 u和v

有向图 D = [ V , E ) CEE e= (u , U) # ( V, ω )

δ 没有 loof HUEr. CU) AE

简单有向图
L 没有 multipleedgetu ,ralcutV , ( u

, )⾄多只有⼀条
可以同时有 (u ,→) , ( V ,u )

给定⼀个简单天向图 G

=CU ,E) , 可以对 E的每条边给定⼀个⽅⾯ , 从⽽得到⼀个简单
有向图

, 图的定向 orientatwn 2
E1

种
,



天向图顶点度数 . tUEV,degcu =# 邻边 = # ELUV1 GEIVGV 了

有向图顶点出席和⼊度

deg
+
cu1 = # 邻边以 ω为起始端点 = # { (U ) GElVtV了出席

deglu ) = # -— 终⽌ -
- - # ICU) GEIVEV了⼊度

平衡
, 对于有向图G . 若 tutV , degtlu 1 = deglu, 则称该有向图是平衡的 ,

定理 : 对于任意有向图 D = (V , E )

育cvdeg
+ cu) = vdegiu ) = lEl

Proof : 遍历所有边



对⽆向图

εvdegcu) = 21E 1

Proof : G考虑任⼀定向 ,
得到有向图 D = ( V , E )

IE 1 = VE
" 1

tutr , 有 dega (u>= degptiuytdegplu,

vdegalu>= vdegy+ cu 1 tdeg 5 lu1 |= 1 E 1 + 1 E 1 = 2 IE
1

推论 : 섰 ⽆向图顶点为奇数度数的点的个数⼀定是偶数个,



连通性
Vi ε { 0 , … …- }

Walk 这是⼀条路径
对于⽆向图 .Vo . v … Vn ( ri , Vi+ 1 ) EE

对于有向图 : Vo … - Vn 则有 ( vivit → JGE

Traill迹) 是⼀条walk且边不重冥

δ
Vi ε { o, . … n-} , √ ,

Vi+ 1 ) GE ,

天向图 Vo …
_ VB

↓
L
ti ,j ε ( itj ) ( Vi , vi+1 ) # V, Vj+1 )

Cirouit ( closed tail ) Vov_ …rn 是⼀条 trail ,且满⾜ ro = vn

对于有向图的 tral . 基本定义与上相似
, 但是允许同时包含 ( u

→ ) 和(V, >



Patn (路 1 ⼀条 Warkrovi - …vn满⾜ vi , j ← [ o .
1 … m} citj )

Vi #Vj .

Cyclel回路) ⼀条 walk边 Vo …Un ,满⾜ vo = ln[Vitj ε Ʃ 1 --n- 了
Vi# Vj

8

path ⼀定是 tvnilycle ⼀定是 circult

Patd 最⻓是 IN 1 -

Cycle 最⻓是 IV 1

⼀条 Patn . ⻓度为 101 - 1 ,则这条Patu途经每个顶点⼀次

Hamiton Putn



⼀条 Cycle . ⻓度为 1 V1 .则这条C *cle途经除⾸点外每个顶点⼀次
Hamiton Cycle

⼀条 tral , ⻓度为 IE1 , 经过所有边

Euleriontrail

⼀条 Circu世 , ⻓度为 IE 1 ,经过所有边

Eulerion circult



G = ( V 1 E ) tU ,VEV CUtr)

⽆向图

U , V Conected 连通的 )归⼀条Walk, stU , V , V2… Un ,

⼀起终

有向图
→ →

U , V 单向连通
,

雪 Walk U , V' …VU ,

→ →或 vv . _ …Vnu

两者均雪 ⇒ 双向连通

⽆向图连通的 Ʃ> 0两点连通

有向图强连通 V两点双向连通

单向连通 t两点单 …

弱连通 每条边去掉⽅向后构成连通⽆向图



cut (割 1⽆向图 G = LVE 了

V= SIUS2 s, Λ S2 = 中 siszt ψ Cs的点和 S2的点间的边了

Clsr , Sz) = [ CUV )GEIUES ,VESe}

对于有向图
.

G= ( V
, E SiUSc

CCSiSI = IUIGEIUGS ., VGS2 }
CCSr , s →

)
= { ( U )GE |UGS. ,

VES 1 了

⽆向图 G 是连通的 Ʃ>θ S, S2 ,
SUS2 = V ,$ 셅 s2 ) # 中

⇒: 反证: 王 cut. stccs. , S2 ) =ψ
取 UIESL ,U 2 ES 2

:连通 : 雪 walk UViVr … Vn Qz

想证王 Vivitl
ES셅 GS2



1归纳法 :对⻓度(进⾏归纳 ,

1= 1 时 ,
uuz 显然满⾜假级

C = k 时 , 雪假的ViVi+l ,

셆

섰 vc ε s, 时,VeUn
,

1 ← C (S. . S2 )

(= k+ 1 时
,
有 Uv . __ VcUz

LVKEs2 时, ψ … …Vk ⻓为K 1 中习这样的 Vivi+⼂

Ʃ : 取 vv , v 2 Sr= { v了 S2 =VIS 雪 CVLU ) ECCE 1 , S2 ]

如果 u 1 = r2 , done 式否则 , ⼼ #V2 . 取 S= { v .ou .} S2 = Vls ) 王 lvuyeelSi则

品品哭品了 →雪⼀条 Patn_以vr 到un U2 = Vz =7 结束
U2#V2 ⇒ 将 U2加⼊ S 中

,

不断循环 , 可得 v以连通 ,
且 Vv 以之间雪⼀条 Patn

(连通 ⇒ Path )



? ⽆向图两个点之间雪 walk , 测⼀定雪⼀条 Patn

walk 之间有重复点

重复点之间的点都An除也
剩下所有点都不重复



有向图 G是强连通的 Ʃ⇒ c(sS→ 1# ψ 且CCS, S → 中

⇒ 反证 , 假设习 SS2 .
StCCSS 2→ )=ψ 셆

取 V. ← S ,
V 2GS

2
雪以 V 到 V 江的Walk ,证明其中有⼀条边 ε Ccs 1 ,S →

同上⽤归纳假设 ,
可证得—



☆ ⼀个平衡有向图 , 它是强连通 Ʃ> 连通
,

利⽤ Cut

ccsvs2
→

) # 中
⽬标 : USUSz st {

CIS2 ,S → ] 中

已知连通 ⇒ VS. USz CIsTsr ) V CCSris → ) # 中

反证 : 若该图不是强连通 , 则雪 EUS2

st ccsis→ ) # 中 ccs2 . s→ 1 ) = 中 (不妨没 )

c (S , S→ ) ⼊度等于出席←③四
cls1 , Sz
→

)

因为该图平衡 vlsndegair ) = csgdega ( v )

考虑⼦图 :s 1 : 忘vcsy degi (
v ) =Ʃ degs , ( r ) 只考在虑 S 中的边贡献的出席

VGVCS1 ) 与⼊度
,



两者相减 , (Cisisy→|= ( C ( s,s , ) 1

=⇒ 不存在⼀个为空 , 另⼀个⾮空的情况 , ⽭盾
,

有⽆向图 G
, 点集 V…… \ n , 要求 degcvy ≤ deyiwy ≤ … ≤ deg lval

1 ≤ k ≤ n - 1 - degtrn
—

_ dega ( vk ) ≥ k , 证明 G是连通的 ,

t

⽬标 : 任意 cut⾮空

反证 : 习⼀个 cut 为空 SiUSz ③, ③

若 VKε s 则VKUNI
租pVls

)

∴ (S| ≥ , 1 + deg lvu / 不妨假设Unts 1 , 1s. | ≥ 1 tdeglin) 7, n- deglun )

∴ 1 S2 | ≤ deg ( Un )



且 |s= 1 ≤ n - 1 - deg ( vn )

设 m = lsz 1
.

∵ tVi εS2 , deg ( vi) ≤ m - 1

那 Vm 呢 ? m ≤n-1-deglrn )deglrm / ≥ m ⇒ :Vm要在 S ⾥⾯ ,
γm ε S 1

,

S2 中最多有 Vv …Vm- 1 个点也即 lSl ≤ m- 1



有向图 D = ( V , E) . N 1= M , E 1 = m , 若 m> ( n
- 1
^

. 则该图强连通

①反证该图不连通
,

雪 cutSiUs2 , stccsisr)→= 中

IS = K | S21 = H - k | C ( ssz) |= k (n - k )

m ≤ nin- ) - < ( n
-k) ≤ nin-) - ( n - ) = ( n - 1)

,

②直接证明 : 归纳法考虑 lm - )个点成⽴即当 m > cn-z 12⽇该图强

当 n 个点时
,
取⼀个点 S 1

; 考虑 C ( S. , s 2 )

☆ ⑫ 如果 ( C (s . s) |≥ 2 in-) 时, 成⽴ ,

当 LC ( s. ,S 2 ) | ≤ 2 ( n- 1 ) -

E ( s2) = m - 1 C (s ,s >|≥ ( n -
)

" + 1 - ( 2 ( n) - ) = ( n-
2
+ 1

< S2 内部强连通
셆



若 s 到 S 红存在双向边 , 则原图s强连通
,

否则 ( ccssz) |≤ n- (只有单向 ) ⽽ E ( s2) ≤ ( n - ) in
-2 )

与 m = n- 1 + (n- ) ( n-= ) =(n -1
/

7 ( n-132 ⽭盾 ,

∴ sv 到 S 红存在双向边 , 原图强连通



欧拉回路 Eluerion Circuit (边不重复 섻

↓
a Circuit contain all edges

连通

有向图
,

存在 Eluerion Circuit ⇒ troV , deytlv = deg
-

(v )

V 1 …… VmV 1

归纳 : 对以进⾏归纳 ,
没 mt 时

,
结论成⽴ ,

m = tt 1 时, 如果⽇顶点 V 在 C中只出现⼀次 , 则显然 degtv 1= degiv 1 = 1



若 σ VGV
, deg+ v) = deg( v 1 ⇒则该图存在EulerCircnti

① tvav , degi ( v) = deglv) = 1 , 可证得

② EVε U , degtiv1= degiv1 = k 设 V 有 erner … ek 出边
f . - - -fk⼊迎

作如下操作 . 分裂 V为 Vi ,r… …rk



旧纳假没⼈从 G 中去掉⼀个 CivouitC . 得到 G ' = GIC

G依然满⾜ , 其中每⼀个点出度⼆⼊度 ,

E (G) < ECG )

设 IE (G) |≤ m时
, 若 trε Vdeg+ v) = degiv) (假没 1

则 G 中存在 EulerionCircuit

考虑 IECG= m +1 时 ,IECGGl ≤ m ⼆7 G 中存在EulevionCircuit . c
1

CG 是从 G中去掉⼀个 CirCuit )

c
'
tC ⇒G 中的 Enleron Circuit ,

因为 G 连通所以 C 与 c 间必有相同元素故 ctc构成G 的ECY

反证 : 如果不成⽴ , 则存在⼀个边数最少的图满⾜条件且⽆ EC

那么若该图中存在 CirouitCGIc 依然满⾜条件且天EC

但是 Glc 边数更少 , 故与题⽭盾



⑦ 给定简单连通有向图 ,
σ roV , deg+ ( v1 = deg 1 v)

, 则 G中⽇ Circult ,

→
P1 : Vi ~ vz 0—凸셆

P2 : Vz→ V 1
0≈

ll出

P1 :V 1 U 1U 2… UKVz cui是最靠近V1的在P2 中重复出现的点

P2 : V2 W1 W2 …WVV 1 取 V1 u … Ui …… V1 ( V( ~ui⽆重复点 ,
Ui ~vi也天重

⼑ 复点 )

故其为 Cycle ( ⽆重复点 )

(同时两条路经中没有重复点
,

故必有 Circuit
因为 ui是最靠近 v的重复点

Cycle的⻓度是否有范围 !



考虑⼀个简单有向图 :
st = min { deyiiu } 5=ma {degcr } k=max{st, 5 了

VEU

则⼀定存在⼀个⻓⾄少为 K+ 1 的Cycle

先证 : 习⻓度⾄少为 K 的Path
∞←

prof : 取图中最⻓⼀条 Path : V⽐ Vu … vv
⼀
⼀

最⻓ : Vo 的⼊边点均在 Patn ⾥
⇒
l ≥ degcvo )

=⇒ ( ≥ k

Vc的出边点均在 Patn ⾥ L 7, deg+(Vi )

考虑 cycle :两种情况VOvov… Vi ( i尽可⼤ ) 之 ≥deg ( vo ) ,假级VVi 与Vo均有边

셆

j…
…v ≈vj
j 尽可⼩ )j ≤ ( -degtcvy

故 Cyce ⻓度⾄少为 K+ 1



对于简单连通⽆向图G .
G 存在 EulevionCircuitCƩ) UVε V , degov)为偶数

,

G

⇒ : G 中存在 E.C 沿着 EC 的⽅向给定向
,

G→GD

变为有向图 : deyGwv ) =degGt( v ) tdega (v ) = 2deya 1 u

E : 对 G 找⼀个 cycle , 找到后去掉 ,

~

prof ; G 中找⼀条最⻓ Path Vo V1 … Vl

vo的邻接点⼀定在Patn 中
,故存在cyile 0

同时, cycle ⾄少为 mardeg (v) = 6 ( 6 ≥2 )

0-0

셆̂



每个点遍历⼀次 ⇒ hamtonian cycle

如果 G存在 HC , 则 VSEU考虑 GIS , 从 G中取掉 S 中的点以及它们的邻边 ,则

WCG \ s) ≤ ls ] ( Hamionian ycle 的必要条件 )

—

连通分⽀的个数
C 为 G 的 HC

proof :WCGIS )Ewc_
_ is 1

↓

显然 ,
因为 G和 c顶点数相同 ,

⽽ ( 中边数更少

wccis) ≤ 1 s|→ 8섰 减⼏⼑ ,连通分⽀个数必然少于 lsl
0

셆
\1



① ⼀个连通图中的点 V 叫做割点
,

如果 WCGIV) > WCG ) 2√☆ 셆 千就是⼀个割点
了 叮

根据上⼀⻚结论若有Hamioniancycle ⇒ G 中不存在割点

每⼀个⽆向图 G= CV , E ) 是⼀个⼆部图
. 是指 U= VUVz ( V1 ^ V2=① )

st , veGE , e = ( u. , Uz ) UIEV1 , U2 GV2

结论 : 包含奇数个顶点的⼆部图, ⼀定不存在Hamitonion oycle .

营三
0

H Vz

prouf : ① 若存在 Hamitonianycle c

C : K 1 k 2 …
… KL

c 中 VV2点中必须接替出现 ,

[ ↓ ↓
v " V2 V )

:: # V 1 = # ro



② 假统 Ivy < irzl s = V )

WCGIN) =1 vz /> 1 s 1 a |vi川 违背必要条件下图中不存在 HC

Dirac 定理 : 对于简单图 G ,
令 S = min {deg 1 v } , 若 δ≥

, 则 G 中存在 HC
XE

结论 : 考虑 =部图 G = ( V , UV2 , E )
,

|γ11= 1 v= 1
,
并且 G是完全⼆部图

,

则 G 中⼀定存在 H .C
( OU ( EV1 , U2 GV2 ,

( U 1 , U2) EE )

proof : 8 =1

有셆仙
!1M000



图的同构 : 点⼀⼀对应 , 点之询的边也⼀⼀对应

图的矩阵表示 : 邻接矩阵

GL⽆向) - 们表示i→ j有⼏条边, ①

代表 an = 2
关联矩陈M .

el ez - …… em

vi

z |;
Vni

mij = {
{vi 是ej ⼀个端点 :

ej 以 Vi为起点

, - - 2个端点 (⽆向 ) mij = { ^ , ej 以Vi为终点向 1

0
,
其他 , 其他



图 G 1 . G2 , 邻接矩阵 A (G) 1 .A )

G 与的同构 G ≈Gr ⇒ACGY .
ALG2 ) 相似

对⽆向图 , 考虑对⻆线矩阵Dnxn , Dii = deg ( Vi )

, 对 V⽆向图G , 考虑它的任⼀定向得到的有向图⼝ ,
其关联矩阵为 M

,

则 Dnxn ⼀A= MMT

L

Lii : 顶点 v; 除了 loop 之外的度数

Lij ( (#j ) : ⼀井 : 顶点 Vi 和vj的边数

proof : M -MT = B Bij ( i#i ] =<Mi , Mj 7

Bj = mMikMjk = { , ek这条边以VK , j 为起始和终点



Bii =mMi = { 只
, ek这条边以 Vi为⼀个端点

Tree

连通的沒有 cycle 的图

性质 : T = { V , E 1 =⇒ ( v 1 = 1 E 1 + 1
.

proof : 归纳法 ; 对 V 1⼤⼩归纳

Ov 1=| =⇒ Yes

② 假设 V1Ek时
,
成⽴

,

V1 = k + 1 时 , 假设不存在 dey ( r) = 1 的点

⇒ 6 = min { deyiv 了 ≥ 2 ⇒ 王 cycle. ⽭盾셅 ⽈

deg( v )= 1 的点
v

VGV



册刪去 V , | E |= k=⇒… … 故成⽴ ,

反过来
, 对于简单连通图 G = ( V , E )

,
若 N 1 = 1 E 1 + 1 ⇒ G是树 ,

proof : IE1 =區degoul 若⼄ ≥ 2 ⇒ VE 1 ≥ 1 v 1 ⽭盾

故习⼀个度数为 1的点

数学归纳法 : ① V 1 = K 时, M = 1 E 1 + 1 =⇒ G是 tree

②|V 1 = k + 时
, G 中王 V , stdeg( v 1

=

1 没 eo 是 V连着的边

G = G \ ovV ) IV(G" |= ( v 1 - & ( G)|= 1 E1-1
,

⇒G 是 tree.

假设 G 不是 tree , 则⼀定存在 cycle . c



若 eoAC 则 CEG , G

存在cycle . ⽭盾

Vo ε C , deg ( vo) = 2 # 1 . ⽭盾

∴ 셅 G 是 TREE

考虑集合 [n ] = { 1 , 2 …n }, 任取τ n] 的⼏个⼦集 ArAz… An (两两不同 )
,

⼀定存在某 i ε [ n] , stArl {i 了
.A2说 … …An河两两不同 ,

proof : 反证 ,
如果结论不成⽴的话 ,

则 ViE [ny , 雪AsAt = 王订 (视为在 As 和At 之间连上⼀条为 i的边了

A… …AKCK 个

1 2 - …n ln条边 1

( K ≤ n )

故该图有 K个顶点 , 条边⇒ ⼀定存在Cyole



不始令 A 1 OA 2 = 了 A 2OA 3 = { ir} -… AsoAs+ 1 =Ʃ is了

( ii #iz # … # S )
AIOAs = ? Ʃ i 认 ,

s }

∴ cycle 那条边⾄少有两个元素
,
⽭盾

A G是 Tree Ʃ> G 是连通的 , 且 VeGE , W (Gle) = 2 .

proof : ⇒ ①对连通图 G , θ C εE , W(Gle 1 ≤ 2

proof : 反证 , 若巧 , 则⽆法加⼀条边使它连通
故 WCGle ) Z

不妨令 wiGle 1 = 1 ⇒ 则 Gle是连通的

设 e 两头端点为 u和 v
, Gle中⽐和 V 雪 Path

故 G 中 , 加⼊ e后 ,d和 Naycle



⼆⇒ 任意的 TveeT . 加上⼀条不属于 T 的边得到图下, 则下⼀定 a 到le

Bridgec桥 ) : 连通图 G 中的⼀条边 e ,被称作桥或割边
,
stw(Gle ) = 2

由上 , 树中每⼀条边均为 bridge

E : 如果⼀个连通图 G
,
VeEE 是 bridge ⇒ G是 Tree

proof : 反证 : 若不是 tree , 则习gceC

Puv

0
ii



⼀个图 G= lV, E)的⼦图 GEV ,E) , 被称为 spanning SubgrapB 是指 U=v

如果图 G 的 spanningsungraph 是 tree , 则称 G 是 G 的 Spanning Tree .

☆ ⼀个图 G有 SpanningTreeT ←7 该图连通
,

" ⇒ "

WLG ) ≤Wit ) =

"

E
" BFS

对于连通图 G 考虑 VXY , 令 d 是 dalx ,Y ) .G 存在⼀个 SpanningTreeTsst
(最短 )

di (x, y ) = da ( x , y )



对于连通图 G , tX, aspanningtree T , SttYEV ,

st d+ (x , y ) = dG ( x , y )



平⾯图 , 平图

⼀个图叫作平图 , 是指⼀个画在平⾯上的图⽬边不存在交叉 ,

平⾯图 : 可以在平⾯上画成⼀个平图 ,

任意平图 , 把平⾯分割成若⼲个连通区域 →称作⾯

对于⾯ ,
它的边界是这个⾯包含的边的集合 ,

对于⾯ ,它包含的点称为其顶点

每个点作为⾯的顶点出现次数 ≤ dey ' v ) .



图的匹配问题

⼆部图 图的⼀个匹配是指

⼼ 存在⼀组边的集合 , 使得任何两个边没有反点
A B

完美匹配 :⼀组边集合 , 使得每个点都有⼀条边相连 ,
仔图 )

对于⼆部图 , 存在完美匹配 ,必要条件 : ① A 1FIB 1

② V顶点 셅 度数≥⼀③ tS ε A (s 是⼦集
)

IN ( s > ( ≥ 1 s 1

结论 : 对于⼆部图 G = (AUB , E ) G 存在完美匹配

E) ESEAorB /N (s ) ≥ 1 s )



=⇒ 显然

夫 : 采⽤ 1旧纳
, 对个数进⾏归纳 ,

① n = 1 时显
-
——

农

② n= K时成⽴

n=|A |= ( B |= k+1 时 ,

FV正明Ve = Lu, V >ε E , 有 ① Gile了有完美匹配

② G \ { u, v了有完美匹配 ,

对于 ①
,
若 GIe了⽆完美匹配 ,

则王 SEA , stIN (S) 1 =ls 1
,

∵ 若 UES , 则Glie了后 ,
s不减少

∴ U雪 ≤ S
,
st /N(s) |= 1sl


